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§14. Cty¥stén

Zvolme v prostoru body A,B,C,D, které nelezi D
vjedné roving. Ctyisttnem ABCD rozumime
mnoZinu  bodl, které jsou ohrani¢ené
trojihelniky AABC,AABD,AACD,ABCD . Tyto
trojuhelniky tvoii stény Ctyfsténu ABCD, usecky
AB, AC, AD, BC, BD, CD jsou jeho hranami a
body A,B,C,D jeho vrcholy.

A B
Ty hrany Ctyfsténu, které nejsou riiznobézné, ale
mimobé&zné, se nazyvaji protéjsi hrany Ctyisténu. V ¢tyisténu ABCD jsou tii dvojice
protéjsich hran (AB, CD), (AC,BD), (AD,BC).

Stredy vSech tif dsecek, které spojuji vZdy stfedy dvou protéjsSich hran ¢tyfsténu,
splyvaji.

v Vv

Vv

déli kazdou téznici v poméru 3:1.

Usecka prochéazejici vrcholem Ctyfsténu, kterd je kolma na rovinu, v niZ lezi protéjsi st€na
Ctyfsténu, se nazyva vyska Ctyfsténu.

Vysky Ctyisténu ABCD vedené body A, D jsou prave tehdy riznobézné, je-1i hrana AD
kolma k prot&jsi hrané BC. Je-li tato podminka splnéna, lezi prisecik V vysek Ctyfsténu
vedenych body A, D na ptimce, ktera je s obéma piimkami AD, BC raznobézna a k nim
kolma.

Vysky ctytsténu ABCD vedené body A, D jsou prave tehdy riznobézné, jsou-li
riznobézné vysky Ctyfsténu vedené body B,C. To nastane prave tehdy, kdyzZ jsou piimky
AD a BC navzéjem kolmé.

V Ctyfsténu mohou nastat prave tyto 3 navzijem se vylucujici situace:
a) Zadné dvé prot&jii hrany &tyfsténu nejsou navzajem kolmé a kazdé dvé vysky
Ctyfsténu jsou mimobézné.
b) Pouze jedna dvojice protéjSich hran Ctyfsténu je tvofena dvojici navzijem kolmych
piimek, vysky Ctyfsténu vedené vrcholy na kazdé z téchto hran jsou riznobézné, kazdé
dvé jiné vysky Ctyfsténu jsou mimobéZné.
¢) Kazdé dvé protéjsi hrany Ctyfsténu jsou navzijem kolmé, vSechny Ctyfi vysky
Ctyfsténu prochazeji jednim bodem. Takovyto bod Ctyfsténu se nazyva ortocentrum a
takovyto Ctyf'stén ortocentricky.




§15. Hranol, Valec

Def.: Hranol
M¢gjme v prostoru rovinu ©, vni konvexni

mnohouhelnik A A,A;..A, a necht’ A;” je bod,
ktery vroviné¢ p nelezi. Necht T:E, - E; je

takové posunuti, ze A;=T(A;). Pfi tomto
zobrazeni se rovina p© zobrazi na rovinu p°,

tyto dv€ roviny jsou rovnobé&zné. MnoZinu . .
vSech bodl X, vSech tusecek BB’ takovych, Ze P o A
BU A/AA,...A, a Bjje obraz bodu B v posunuti R // ¢
T, nazyvame hranolem. E,—_—F__F As

Mnohothelniky A A,A;.. A, a A'A A LA
nazyvame podstavami, rovnobéZniky AA., A, A", kde (iD{l,Z,...,n}, n+l - 1)

nazyvame boc¢nimi sténami hranolu. VSechny bocni stény tvoii plast hranolu. Podstavy
spolu s bo¢nimi sténami tvoii st€ény hranolu. Usecky A A,"(respektive A A, ,A"A,,") se

nazyvaji bocni (respektive podstavné) hrany hranolu. Body A,A,,A;,...,A a
AAACLLA

“ se nazyvaji vrcholy.

Pozn.: Podle hodnoty 7 rozliSujeme hranoly na trojboky, ctytboky, ..., n-boky hranol.

Def.:  Je-li smér posunuti kolmy k rovin¢ podstavy, mluvime o hranolu kolmém, jinak jde o
hranol kosy. Kolmy hranol, jehoZ podstavami jsou pravidelné n-tihelniky, se nazyva
pravidelny n - boky hranol. Hranol, jehoZ podstavy jsou rovnobézniky, se nazyva
rovnobé&znostén. RovnobéZnostén, jehoZz vSechny stény jsou pravouhelniky (resp. Ctverce),
nazyvame kvadr (respektive krychle).

Pozn.: Ctyfi ziejmé vlastnosti objemu V(T) télesa T:
a) Dvé shodna télesa maji tentyZ objem.
b) Sklada-li se téleso T z nepiekryvajicich se téles T;,T», je objem télesa T souctem objemu
téles 174, T>: V(T)=V(T;)+V(T>).
¢) Za jednotku objemu bereme objem krychle o hran¢ délky 1.
d) Cavalieriho princip:
Necht’ télesa T;,T> leZi mezi dvéma rovnobéZnymi rovinami p,, 0, a kazda rovina o

rovnob€Zna s rovinami p,, 0, protne té€lesa 7;,7> v konvexnich rovinnych utvarech

s obsahy P;, P, JestliZe pro kazdou rovinu p plati, Ze P; = P,, maji télesa T, T, stejny
objem.

Jestlize pro kazdou rovinu p plati, Ze P; = m[ P, kde m je pevné ¢&islo z R, nezédvislé na
volbé roviny p, je objem télesa T; m-nasobkem objemu télesa 7>: V(1)) = m WV (T,)



Def.:
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Necht’ P je obsah podstavy a Q je obsah plasté, v je vzdalenost rovin obou podstav, o je
obvod n-tdhelniku podstavy, pak pro objem V a povrch S hranolu plati:
V =Plv,S =2P+ Q(-pro kazdy hranol, pro kolmy hranol: S =2P +olv).

Vilec
M¢gjme v prostoru rovinu p, vni kruh A

1
K ohrani¢eny kruznici k, na kruZnici e T R '

klezi bod A a necht A” je bod, ktery
vroviné p nelezi. Necht T:E, - E; je
takové posunuti, Ze A’=T(A). OznaCme
T(p)=p ., Tk)=k',T(K)=K".

Vsechny body vSech usecek XX, kde
XOOK a Xje obraz bodu X, vytvoii T
valec. Omezime-li se pouze na body X A
lezici na kruznici k, dostaneme plast

vélce. Kruhy K, K tvofii podstavy vélce. Je-li smér posunuti 7 kolmy k roviné¢ o, mluvime
o kolmém valci, v opaném piipadé o kosém valci.

Pro kolmy valec s polomérem podstavy r a vySkou v plati:
P=m’
Q=2nlirlv
S=2mFD+2m3* =2m3 Qv+r)
V = md* O (plati pro kazdy vilec)



Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

§16. Jehlan, Kuzel

Jehlan
M¢jme v prostoru rovinu ©, v ni konvexni mnohothelnik A A, A,...A, anecht V je bod,

ktery v roviné o neleZi. MnoZinu vSech bodi vSech usecek VX, kde X probiha vSemi body
mnohothelniku A /A, A,...A, , nazyvame jehlanem (n-bokym jehlanem). Bod V se nazyva

hlavnim vrcholem jehlanu, jeho dal$imi vrcholy jsou A, A,, A;.,..., A, . Mnohouhelnik
A A A,...A, je podstava jehlanu. Trojihelniky A.A.,,V,(i0{1,2,...n—-1}) a A,A;V jsou
bocnimi sténami jehlanu. Usecky A;V (i 0{1,2,...,1}) jsou bocnimi hranami jehlanu.
Useéky AjAj+1 jsou podstavnymi hranami. Bo¢ni stény tvoii plast jehlanu.

Jehlan se nazyva pravidelny,
jestlize je jeho podstavou
pravidelny mnohouhelnik a

jeho hlavni vrchol mé stejné
velké vzdalenosti od vSech
vrcholl podstavy.

Trojboky jehlan neni nic jiného nez Ctyi'stén. Kazdy jeho vrchol mize byt hlavnim
vrcholem, kazda sténa podstavou.

Kuzel
Necht’ v rovin¢€ p je kruh K's hrani¢ni kruZnici k a stfedem S a mimo rovinu o bod V.

MnoZina vSech bodi vsech usecek VX, X [J K , tvofi téleso, které se nazyva kuZel. Jestlize
X Ok, tvoti body usecek VX plast’ kuZele, kruh K je podstavou kuzele, bod V je vrcholem

kuzele. Je-li ptimka ~ SV U p,
nazyva se kuzel kolmy (rotacni).

a) V piipadé rotac¢niho kuZele jsou vSechny tsecky VX, kde X [1k,shodné. Jsou to
prepony pravouhlych trojihelnikd se spole¢nou odvésnou SV. v

trojuhelniku SVA s pravym thlem pfi vrcholu §
kolem jeho odvésny SV (A-lib. bod kruznice k).

b) Rotacni kuZel vznika také ota¢enim pravouhlého
A




Def.:

Def.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

Necht’ je din jehlan hlavnim vrcholem V a podstavou A A,A;...A, vrovin€ p. Zvolme
¢islo k)0,k #1,kJR. Necht obrazem uvazovaného jehlanu ve stejnolehlosti se stiedem
Va koeficientem k je jehlan A “A,"A,"...A,"V. T¢€leso ohraniené stejnolehlymi
mnohothelniky A A, A,... A, , A“A,"A;".\A~ alichob&Zniky

AALALA ((O{12...,n-1}), A AA’A nazgvame komoly jehlan, popsané

P77+

lichobéZniky tvofi jeho plast a uvedené 2 stejnolehlé mnohothelniky jeho podstavy.

Necht je dan kuZel vrcholem V a podstavou K, necht’ k)0,k # 1,k 1 R . Necht’ je dan jeho
obraz ve stejnolehlosti se sttedem V a koeficientem k, kde obrazem kruhu KX je kruh K.
Mnozinu vSech bodi vSech dseCek XX’, kde X UK, X'= H, ,(X), nazgvame komolym

kuZzelem. Kruhy K a K’jsou podstavy komolého kuzele. Usetky XX, pro které je X bodem
hrani¢ni kruznice kruhu K, tvofi plast’ komolého kuzele.

Komoly jehlan, ktery dostaneme z pravidelného jehlanu, se nazyva pravidelny komoly
jehlan. Komoly kuzel, ktery dostaneme z rota¢niho kuzele, se nazyva rota¢ni komoly
kuzel.

Vzdalenost hlavniho vrcholu jehlanu od roviny jeho podstavy je vySka jehlanu, vzdéalenost
vrcholu kuZele od roviny jeho podstavy je vySka kuzele.

Objem kuZele nebo jehlanu zavisi pouze na vySce v a obsahu P jeho podstavy.

Pro objem V jehlanu nebo kuZele o vySce v a obsahu podstavy P plati: V = % (PDy.
Pro objem V komolého jehlanu nebo komolého kuZele s obsahem podstav P;, P, a
s vySkou w plati: V :%[ﬁﬁ + B[P, +Pz)Eh/.

Pro komoly kuzel s poloméry podstav r;, r; a s vySkou w plati:

V:%”[érf+rlrz+r§)ﬁv-



Def.:

Pozn.:

Pozn.:

§17. Mnohostény, Eulerova véta

Mnohosténem rozumime takovou omezenou a konvexni Cist prostoru (jeZ neni Casti
roviny), do které patii i jeji hranice, pfiCemZ je tato hranice tvofena konecnym poctem
mnohouhelnikid. Tyto mnohoudhelniky se nazyvaji stény a jejich strany hrany mnohosténu.
Vrcholy hrani¢nich mnohothelnikl jsou vrcholy mnohosténu. Kazda hrana mnohosténu je
prinikem pravé dvou jeho stén, které se nazyvaji sousednimi sténami mnohosténu.

a) Kazdy mnohostén lze rozloZit na konecny pocet Ctyisténd, ale sjednocenim kone¢ného
poctu Ctyfsténli nemusi byt vZdy mnohostén.

b) N&kdy se za mnohostény povazuji i nekonvexni ttvary.

¢) Mnohostény se nékdy nazyvaji polyedry.

Eulerova véta:
Oznacime-li v mnohosténu s pocet jeho stén, 4 pocet hran a v pocet vrchold, pak plati:
s—h+v=2
s+tv=h+2

Pravidelné mnohostény = Platdnska télesa: Mnohostény, jejichz stény jsou tvofeny
navzajem shodnymi pravidelnymi mnohothelniky. Existuje jich prave 5:

pravidelny mnohostén | tvar stény v s h

Ctyfstén rs trojuhelnik 4 |4 6 tetraedr
Sestistén (krychle) Ctverec 8 6 12 | hexaedr
osmistén rs trojuhelnik 6 8 12 | oktaedr
dvandctistén prav. Sti-thelnik | 20 | 12 | 30 | dodekaedr
dvacetistén rs trojuhelnik 12 |20 |30 | ikosaedr




§18. Rotacni télesa

Def.: O télesu M v prostoru fikdme, Ze ma ptimku p za svou osu rotace a Ze je rotacnim
télesem, jestlize se zobrazi samo na sebe pti kazdém otoceni kolem piimky p.

Pozn.: Druhy rota¢nich téles:
a) Rotacni valec — vznikne rotaci pravouhelniku kolem jeho jedné strany
b) Rotacni kuZel — vznikne rotaci pravouhlého trojihelniku kolem jeho jedné z odvésen
c¢) Koule — vznikne rotaci ptilkruhu nad primérem kolem tohoto priiméru (hranici koule je
kulova plocha, nebo-li sféra)
d) Torus (anuloid, kruhovy prstenec) — vznikne rotaci kruhu s polomérem r kolem osy
lezici v roviné tohoto kruhu ve vzdalenosti R, kde R)r, od stiedu kruhu.

a) b) c) d)

CER D

Objem a povrch koule o poloméru r je:

=%DTD3,S=4DTDZ

Pozn.: Vzorce pro objem a povrch ¢asti koule:
Necht je koule rozdélena rovinou, ktera déli jeji primér délky 2r na dvé dsecky délek v a
2r-v. Objemy obou casti koule, na které je koule touto rovinou rozd¢lena (tzv. kulovych
useci), jsou:

v, :%DTEbZ @+%DTD%)3 =§DTDV [3r=v) /v’ Vi S:

v, =%D7Eb2 QZr—v)+%DTQ2r_V ' =

> )T

= % Or[(2r —v)* [r +v), protoZe

P =r’—(r-v)> =vQ2r-v).

Pro povrchy obou kulovych useci plati:
S, =21+ mlp’ = mB [{4r—v)
S, = 27 [2r —v) + mp? = m[2r —v) [2r +V).

Odecteme-li od S; a S obsah kruhu o poloméru p, dostaneme povrchy piislusSnych

kulovych vrchlikt, které jsou 2(nlrlv a 2(nlr[(2r —v). Kulovy vrchlik je plast
kulové usece.




